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Algunas definiciones:

Una Ecuacion en una variable es un enunciado en el que dos expresiones, al menos una de ellas
con una variable, son iguales.

Se denomina miembro o lado a cada una de las dos expresiones de una ecuacién, separadas por
el simbolo igual (=).

Una ecuacién puede ser verdadera o falsa, dependiendo del valor que tome la variable.

La variable puede tomar cualquier valor dentro del dominio de la ecuacién (no es lo mismo
resolver una ecuacién en R que en Z o en Q.

Aquellos valores dentro del dominio que hacen verdadera la ecuacién se denominan soluciones o
raices de la ecuacion. Llamaremos conjunto solucion de la ecuacién al conjunto que contiene las
raices de la misma.

Resolver una ecuacidn significa encontrar todas las soluciones de la misma en el dominio de la
ecuacion.

Ejemplos:

z+5=9 Verdadera para x = 4 = 1z = 4 es solucion de la ecuacién.

24
° =0 | Dos soluciones: z =20z =-2 = |S={-2,2}
r+1

z“+9 =5 | No tiene solucién en R (pero si en C).

= Cuando hallamos dos ecuaciones que tienen el mismo conjunto solucién, diremos que ellas son
ecuaciones equivalentes.

Ejemplo:

2r+3 =13

(=3)

/ +
— 22=10 /%

— x=5

= Procedimientos permitidos para ecuaciones equivalentes:

1. Intercambiar los miembros de la ecuacion (el izquierdo a la derecha y viceversa).
2. Hacer operaciones dentro de un mismo miembro (para simplificarlo).

3. Hacer una misma operaciéon a ambos lados de la ecuacion.
4

. Aplicar la Ley del Producto igual a cero: ab=0=a=0 vb=0.
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5.2. Un método para resolver ecuaciones

1. Restringir el dominio de la variable, quitando los valores que indeterminan a alguno
de sus miembros.

2. Simplificar la ecuacién mediante alguno(s) de los Procedimientos Permitidos (1,2 y 3).
3. (Si se requiere) Utilizar la Ley del Producto igual a cero (Procedimiento Permitido 4).

4. Verificar que las soluciones obtenidas realmente lo sean.

5.3. Aplicando nuestro nuevo método

1. Resolver la ecuacién z° = 25z.

Solucién: En primer lugar, vemos que no hay restriccién para el dominio de la ecuacién, pues para
z € R se cumple z° € R y 25z € R.

Luego, aplicaremos Procedimientos Permitidos:
23 =250 < 2% — 250 =0
— 2(x? —25) =0
[=k=0v (22-25) =0
—zx=0v (x+5)(x—5)=0

[—=k=0v (z+5)=0 v (x-5)=0
—z=0vze=-5vr=>5
Finalmente, verificamos las soluciones obtenidas:
— (0> —=25(0)=0—0=0
— (5)% —25(5) =125 -125=0
— (=5)% —25(—5) = —125 — (—125) = 0

oS =1{=5,0,5} 5.

3
2= .
x—1+ r—1

2. Resolver la ecuacién

Solucién: En primer lugar, vemos que los denominadores de las fracciones se indefinirdn si x = 1.
Luego, la solucién debe ser tal que x € R — {1}.
Luego, aplicaremos Procedimientos Permitidos:

3z 3 3z 3
2 = —1 2] = —_—
:L‘—l+ :L‘—l(:)(‘r )<x—1+> MM

(:)%‘T//r‘ﬂ—i-?(x—l):i%

<~ 3x+2xr—2=3

<~ br—2=3
< br=>5

— |z=1

Lamentablemente, dimos con una soluciéon que esté restringida en el dominio de la ecuacién. Por lo

tanto, (es decir, la ecuacién no tiene solucién en R — {1}) o.

© EDGARD ALEJANDRO ARAYA CARRENO Primer Semestre 2020



22203 Matematica Basica 3

Ayudantia 05

2
3. Resolver la ecuaciéon — + — = 3.
Yy )

Solucién: En primer lugar, vemos que la solucién debe ser tal que y € R — {0}.
Luego, aplicaremos Procedimientos Permitidos:

4. Resolver la ecuacién (z + 7)(z — 1) = (z + 1)°.

Solucién: En primer lugar, vemos que no hay restriccién para la solucién.
Luego, aplicaremos Procedimientos Permitidos:

(:z—i—?)(x—l)=(:c+1)2<=>,z/2(+6$—7=,zz+2x+1
—6r—-—T7=2z+1

—4xr =28
— =3
.'., o.

3
+3=

. s, z
5. Resolver la ecuacién .
r—3 z—3

Solucién: En primer lugar, vemos que la solucién debe ser tal que z € R — {3}.
Luego, aplicaremos Procedimientos Permitidos:

x x 3
az—3+ - (:)(x_3)<x—3+3>_ =3
— /((1://37)7?/%34-3@—3):3

<~ r+3xr—9=3

<~ 4x =12
—[=3]

6. Resolver la ecuacién 42° — 822 = 0.

Solucién: En primer lugar, vemos que no hay restriccion para la solucién.
Luego, aplicaremos Procedimientos Permitidos:

423 =822 =0 = 42%(2 —2) = 0

= 422=0v 2—-2=0

<:>\z=0\ v\z=2\
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x N 1 B 3
22—-9 x4+3 22-9°

7. Resolver la ecuacién

Solucién: En primer lugar, vemos que la solucién debe ser tal que z € R — {—3, 3}.
Luego, aplicaremos Procedimientos Permitidos:

x n P 3 — T n I 3
2-9 z+3 22-9 (z+3)(x—3) z+3 (z+3)(x—3)
x+ (x —3) 3

< =
(z+3Hx=3) (z+3Hxr=3)
— rx+zx—-3=3

— 20 =6

(:) .'., o.

8. Resolver la ecuacién Sw+5 = dw — 3.
100w -7 bw+7

-7 7
Solucién: En primer lugar, vemos que la soluciéon debe ser tal que w e R — {5, 10}.
Luego, aplicaremos Procedimientos Permitidos:
8w+5  dw—3 (8w + 5)(bw + 7) (4w — 3)(10w — 7)

= —
10w—7 bBw+7 (10w = +7) (5w =)

— Bw+5)(bw+7) = (4w —3)(10w —T7)

— 4007 + 56w + 25w + 35 = 4007 — 28w — 30w + 21
— 81w+ 58w = 21 — 35
— 139w = —14

—14 ) —14
—=|r=— S S =K — o.
139 139

5.4. Existencia (légica) de soluciones

Debido al Teorema Fundamental del Algebra, el grado de una ecuacién nos dice cuantas soluciones
podré tener una ecuacion como mdxzimo. Por ejemplo, una ecuacién cuadratica podria tener a lo méas
2 soluciones; una ecuacién ctbica, a lo mas 3, etc. Todas estas situaciones se categorizan como
SOLUCION UNICA (en términos légicos, seria una contingencia: ni tautologia ni contradiccién).

Sin embargo, también pueden ocurrir dos casos especiales:

» NINGUNA SOLUCION

Ya vimos que cuando la ecuacién tiene restricciones, hay ocasiones en que ésta no tendra solucién.
Esto ocurrird cuando la solucién obtenida no se encuentre dentro del dominio de la ecuacién. Por ejemplo,
si buscamos dos nimeros naturales consecutivos cuya suma sea 10, se tiene (n € N):

9
n+(n+1)=10 <=>2n+1:10<=>2n=9<:>n=§¢N S, |S=0

Otro caso en que una ecuacién no tendra solucién es cuando ésta es equivalente a una contradiccién
(proposicién siempre falsa). Veamos el siguiente ejemplo:
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= INFINITAS SOLUCIONES

Acabamos de ver que cuando una ecuacién nos lleva a una contradiccién, ésta no tendré solucién
alguna. Ahora veremos lo que ocurre cuando una ecuacién nos lleva a una tautologia (proposicién siempre

verdadera):
2r+14 =z +1 c+7 xT+7
= +3 = =
4 2 2 2

—0=0 ..,|S=R

5.5. Productos Notables y su Factorizacion

’ Nombre ‘ Producto ‘ Factorizacién
Suma por diferencia (x+a)(r—a) 2% —a?
Cuadrado de binomio (x +a)? 22 + 2az + d?
Trinomio 1 (z + a)(z + b) 2% 4 (a +b)x + ab
Trinomio 2 (az + b)(cx + d) acz® + (ad + be)x + bd
Cubo de binomio (x +a)? 23 + 3a2® + 3a*z + o
Suma (Resta) de cubos | (z + a)(z? F az + a?) z® + o

5.6. Resolucion de Ecuaciones Cuadraticas

En primer lugar, una ecuacién se dird cuadréatica si es equivalente a una ecuacién de la forma
Az® + Bz +C =0, con A€ R — {0}, B,C € R. Para ellas, tenemos tres métodos para resolverlas:

» FACTORIZACION

9. Resolver la ecuacién 22 = 12 — z.

Solucién: En primer lugar, vemos que no hay restriccion para la solucién.
Luego, aplicaremos Procedimientos Permitidos:
P =12—ze2’+2-12=0
— (x+4)(x—-3)=0
—z+4=0v z—-3=0

<=>‘x=—4‘ v’x=3\

= COMPLETACION DE CUADRADOS (Forma candnica)

10. Resolver la ecuacién 3z — 5z + 1 = 0.
Solucién: En primer lugar, vemos que no hay restriccién para la solucién.

Ahora, la resolucién mediante este método comienza por factorizar los términos que dependen de
z (es decir, 3z% y —5x) por el coeficiente de 22 (es decir, por 3):

322 —hr+1=0 < 3<x2—gx>+1=0

Este método consiste en lograr que lo que estd dentro de los paréntesis sea un cuadrado de binomio
2 _ 2azx + a®. En este caso, se tiene:

(es decir, conseguir una expresién de la forma x

-5 5 )
f2a:?: azé — 3<ZE22|:6:|IE>+1=O
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A continuacién, completamos el cuadrado de binomio anadiendo dentro del paréntesis el término
(a? — a?); es decir, sumando un cero disfrazado:

= ool [ L) oo

Para obtener solamente el cuadrado de binomio dentro del paréntesis, debemos sacar de alli al

término (—a?); es decir:
5 517 517
2
—9]2 e 1-3|2| =
— 3(:c [6]x+[6]>+ JHIE

Con ello, ya hemos obtenido el cuadrado de binomio que buscdbamos, (z — a)2. Ahora, el resto serd
desarrollar lo que esta fuera del paréntesis en la expresién del lado izquierdo:

5\2 12-25 5\ —13

Esta expresién es conocida como Ecuacion Cuadrdtica Candnica. Ahora, resolveremos la ecua-
cién, mediante factorizacién en suma por diferencia:

(o8 e (o) ()
2 2
- (-9 () -

== x—§—|— 13 :):—§—4/E 0
6 6 6 36

:$—§+ﬁ—0vm—§—ﬁ 0
6 6 6 6
5+4/13 5—4/13

— |t=——"" |V |0= —F—

6 6

] {5—\/13 5+\/ﬁ}

L8 = RS o.

« FORMULA CUADRATICA

Teorema: Sea z € R tal que dados A, B,C € R, A # 0 se cumple Az? + Bz + C = 0. Entonces, las
soluciones reales de la ecuacién dada (de existir) seran:

—B++VB?2—-4AC
Ty = 9A (1)

Demostracién: Se debe aplicar el método de completacién de cuadrados sobre la ecuacién Az? + Bz + C = 0.
El método es muy similar al que se presenté como ejemplo de completacién de cuadrados, por lo que el
resto de la demostracién se deja como ejercicio.
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Corolario: Sea z € R tal que dados A,B,C € R, A # 0 se cumple Az? + Bz + C = 0. Si hacemos
A = B% — 4AC, entonces:

» Si A >0, entonces x1 # x3 (1,22 € R) (Dos soluciones reales distintas)
» Si A =0, entonces z; = x2 (1 € R) (Dos soluciones reales iguales; es decir, una tinica solucién real)

» Si A <0, entonces x1,z2 ¢ R (Las soluciones seran complejas, pero para nosotros no habra solucién
en R)

Demostracion: Del Teorema I, podemos reescribir las soluciones de la ecuacién cuadratica como:

_-B+vVA
Y,

= Si A >0, entonces VA > 0 y se obtienen las dos soluciones:

L. ~B+VA -B—+VA

vV | =

2A 2A

= Si A =0, entonces VA = 0 y se obtiene una tnica solucién real:

» Si A <0, entonces VA ¢ R.

11. Resolver la ecuacién 322 + 2 = 4z.

Solucion:

302 +2=41 < (327 —42+2-0| — A=3 B=—4, C=2
— A= (—4)2-4(3)(2)=16—-24=-8<0
JL|S=9| o,

12. Resolver la ecuacién 322 — 5z + 1 = 0.

Solucion:

322 =5 +1=0| = A=3, B=-5,C=1
— A=(-52-43)1)=25-12=13>0
—(=5) + 13 _ —(=5)— 13

I C R T6)
5+ 13 5—4/13
- |r=—"7T"—7|V |l=——
6 6
g {5—\/13 5—1—\/13}
. = m)
’ 6 ’ 6 '
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5.7. Propiedades de las soluciones de una Ecuacion Cuadratica

Corolario: Sea z € R tal que dados 4, B,C € R, A # 0 se cumple Az? + Bz + C = 0. Si 21,22 € R son

. . —-B
soluciones de la ecuacién, entonces |x1 + 19 = — | .

A

Demostracion: Del Teorema I, tomamos x1 y z2 vy los sumamos:

_—B+vA _ -B-vVA —B+\/Z+—B—\/Z

= X1 + T2

I

2A 2A 2A 2A
B —B+ K+ (-B)— V&
B 2A
_ —2B
24
N -B
r1+ 29 =— 0O,
1 2 )
Corolario: Sea = € R tal que dados A, B,C € R, A # 0 se cumple Az? + Bz + C = 0. Si 21,29 € R son
. ., C
soluciones de la ecuacion, entonces | x1x9 = ik

Demostracion: Del Teorema I, tomamos x1 y 2 y los mutiplicamos:

_—B+vA _-B-VA| :<—B+\/Z> (—B—ﬂ)

I VvV | T2

24 24 24 24
_ B?—(B*—-4AC)
B 4A2?
B - B4 4A0)
B 4A2
_ 4AC
AA7
C

r1xX9 = — O.

A

5.8. [Ejercicios
1. ; Qué condiciones debe cumplir el parametro ¢ para que la ecuacién tenga solucién tinica?

x(1+4t)—24=3xt—g

1 1 3
2. Resolver la ecuacién — =
224+ 3x—-28 22+122+35 x224+2x-—20
. 1 x? r+a
3. Resolver en x la ecuacion + = =
xr+a a* + ax a

25
4. ;Cual es el namero racional que sumado con su reciproco es igual a ﬁ?

5. Resolver la ecuacién \/:1: +7+4/5(x—2) =3.

6. Resolver la ecuacién 222 — 5z + 2 = 0 por completacién de cuadrados.
. Determinar una ecuacién si sus raices suman —3/4 y su producto es 3/5.
8. Determine la naturaleza de las soluciones de la ecuacién 3z% — 2z + 10 = 0.

J
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