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DE SANTIAGO Axioma del Supremo
DE CHILE .
Semana del 07 de Septiembre de 2020

10.1. Herramientas a utilizar

Definicion 1: Dado S < R, se dice que u € R es cota superior de S si y sélo si Vse S (s < u).
Dado S € R, se dice que w € R es cota inferior de S si y sélo si Vse S (s> w).

Definicion 2:

Dado S € R, se dice que S es acotado superiormente si y sélo si Ju € R: (u cota superior de S).
Dado S € R, se dice que S es acotado inferiormente si y sélo si 3w € R: (w cota inferior de S).
Dado S < R, se dice que S es acotado si y sélo si S es acotado superiormente y S es acotado
inferiormente.

Definicion 3: Dado S € R, se dice que:
= u es supremo de S si y sélo si u es la menor de las cotas superiores de S.

= w es infimo de S si y sélo si w es la mayor de las cotas inferiores de S.

Teorema 1: Dado S € R, se dice que u es supre- Teorema 2: Dado S € R, se dice que w es infimo

mo de S siy sélo si: de S si y sélo si:
a. u es cota superior de S. a. w es cota inferior de S.
b. (Ve >0)(3z e S): (u—c <) b. (Ve >0)3ze ) : (x <w+e¢)

Teorema 3: Si S < R posee supremo, entonces éste es unico.

Axioma del Supremo: Si S € R, S # @ es acotado superiormente, entonces posee supremo.

10.2. Ejemplos de aplicacién
1. Dado el conjunto S; = {reR: 0 <z < 1}, demostrar que sup(S;) = 1 y que inf(S;) = 0.

Solucién: Esta demostracion consta de dos partes, pues debemos demostrar:
(1) sup(S1) =1 (2) inf(S1) =0

Para (1): Vemos que (Vz € S1) : (z < 1); luego, 1 es cota superior de Sj.

Ahora, por contradiccién, supondremos que u € R es otra cota superior de S; que pretende ser el
supremo de S;. Entonces, se debe cumplir que (Vz € S7) : (z < u) (para ser cota superior) y que u < 1 (para
ser un mejor candidato a supremo que 1).

En particular, consideremos a z = 1 € S;. Como u < 1, entonces se contradice que (Va € S1) : (z < u).
Luego, u no puede ser supremo de S y, por lo tanto, sup(S1) = 1.

La demostracién para (2) es andloga o.
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2. Dado el conjunto S; = {r e R: 0 <z < 1}, demostrar que sup(S;) = 1 y que inf(S;) = 0.
Solucién: Esta demostracion consta de dos partes, pues debemos demostrar:
(1) sup(S1) =1 (2) inf(S1) =0

Para (1): Vemos que (Yz € S1) : (x < 1), lo que nos lleva a que (Vz € S1) : (x < 1). luego, 1 es cota superior
de 51.

Dado € > 0, por contradiccién, supondremos que u = 1 —¢ € R es otra cota superior de S; que pretende
ser el supremo de S;. Entonces, se debe cumplir que (Vx € S1) : (z < u) (para ser cota superior) y que u < 1
(para ser un mejor candidato a supremo que 1).

. € € € . €
Consideremos a x = 1 — - € §1. Como — < ¢, entonces —¢ < —— de lo que sigue que 1l —e <1 — -y

se obtiene u < z. Luego, se contradice que (Vz € S1) : (x < u). Luego, u no puede ser supremo de S y, por lo
tanto, sup(Sy) = 1.
La demostracién para (2) es andloga o.

3. Determinar supremo e infimo para S3 = {z € R: z? — 22 < 8}.
Solucién: Desarrollando la desigualdad y, con un poco de astucia, se tiene:

2?20 <8 =2 -22-8<0
— (z+2)(z—-4) <0 (solo uno de los casos es valido)
= zx+2>0A2-4<0
= zr>-2rz<4

— 2<x<4

Luego, S3 = {x e R: —2 < x < 4}. Los candidatos a supremo e infimo seran, respectivamente, 4 y —2.
Procediendo de manera analoga al Ejemplo 2, se demuestra que realmente ellos son el supremo y el infimo de Ss.

4. Determinar supremo e infimo para S, = {3} eR:1+z< .
—x

Solucién: En primer lugar, debemos restringir que 1 — z # 0, por lo que 1 # z. Luego, por Axioma O3

(Tricotomia) se tienen dos casos:

1
(1) Siz>1,entonces 1 + . >2y —x < —1 = 1—x < 0. Luego, siempre ocurrird que 1 + x > 12 por lo
T

que X (1) = &.

(2) Six <1, entonces 1 —z > 0. Luego, se tiene:

- 1-1+2)(1—2x)

1 1
1+a:<17:,»0<17—(1+m)

0
- 1—=x
1.2
:>0<71 (1—a)
1—=x
2
= 0< v
1—z
= (0 < 2?

Conello,X(g):{xeR:x<1/\x2

Xgy={reR:x<0A0<z <1}

> 0}. Esto equivale a X(3) = {z e R: 2 <1 Az # 0}y, con ello,
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Ahora resta demostrar que sup(Ss) = 1 y que no existe inf(S4). Demostraremos solamente lo segundo.

Por contradiccién, suponer que existe w = inf(S4). Para no perder mds esfuerzo, supondremos que w < 0.
Entonces se debiera cumplir que w es cota inferior de Sy, o sea, que (Vz € Sy) : (w < x). Pero rédpidamente
vemos que £ = w — 1 pertenece a Sy, pues w <0 = w—1<-1<0 = w—1<0y, ademds, w— 1 < w.
Por lo tanto, w no es cota inferior y, por lo tanto, no puede ser infimo. o.

5. Demostrar que si A € R y B < R son conjuntos no vacios y acotados superiormente, en-
tonces sup(A n B) < min{sup(A), sup(B)}

Solucién: Como los conjuntos A y B son no vacios y acotados superiormente, por Axioma del Supremo existe
sup(A) y sup(B).
Ahora, consideramos el conjunto A n B. Para este conjunto se tiene:
AnBCc A= (reAnB=2x€cA)
AnBc B= (xe AnB=uz€B)

sup(A) es cota superior de A = (Yx € A) : (z < sup(4) )
= (sup(A n B) <sup(4) )

sup(B) es cota superior de B = (Vz € B) : (x < sup(B) )
— (sup(A n B) <sup(B) )

Luego, al ser menor o igual que ambos, en particular es menor o igual que el mas pequenio de ambos. Por
lo tanto, sup(A N B) < min{sup(A),sup(B)} o.

6. Sean A, B R, A, B # 2y A, B acotados. Sea c € R.

a. Si A+ B={zr+y,x€ A ye B}, demuestre que sup (A + B) = sup (A) + sup (B) .
b. SiA,BS Rty A-B={xy,ve AAye B}, demuestre que supA- B = sup Asup B .
c. Sie>0ycA={cx,ze A}, demuestre que supcA = csup A .

Solucién: Demostraremos solamente (a.), quedando (b.) y (c.) como ejercicios.
Como A y B son no vacios y acotados superiormente, entonces existe sup (A) y sup (B). Ahora, lo que
debemos demostrar es que el nimero real definido por (sup (A) + sup (B)) es el supremo del conjunto A + B.
Sabemos que sup (A) es en particular cota superior de A, por lo que (Vo € A) : ( x < sup(A) ). Tam-
bién sabemos que sup (B) es en particular cota superior de B, por lo que (Vy € B) : ( y < sup(B) ). Luego,
(Vre A)Vye B): (z+y <sup(A)+sup(B) ); esdecir, Ve +ye A+ B): (z+y <sup(A)+sup(B) ).
Por lo tanto, sup (A) + sup (B) es cota superior de A + B.

Ahora, también se sabe que:
(Ve > 0)(3z € A) : (sup (A4) — = < )

(Ve > 0)(Fye B) : (sup(B) — = <)

DO DN

:>(V5>O)(E|x+yeA+B):((sup(A)—%)—i—(sup(B)—g)<x+y)

:‘ (Ve>0)3x+ye A+ B):((sup(A) +sup(B)) —¢)<z+vy) ‘

De ambas conclusiones, se obtiene que sup (A + B) = sup (A) +sup (B) o.

© EDGARD ALEJANDRO ARAYA CARRENO Primer Semestre 2020



22203 Matematica Basica 4 Ayudantia 10

10.3. Ejercicios

1. Determinar si los siguientes conjuntos de niimeros reales son acotados superiormente. Cuando
exista, determine el supremo y/o el infimo del conjunto:

a. N—]5,4+00[ c. {reR:2%<3}
b. {xeR:z>1vazx=-1} d. {zeR:2?>5}

1
2. Sea A € R" un conjunto acotado. Sean sup(A) = M #0 e inf(A)=m #0y B={reR: - e A}
x
1

1
Demostrar que sup(B) = —e inf(B) = I
3.Sean A, B R, A,B# @y A, B acotados. Sea c € R.
a. Si A+ B={z+y,z€ Anye B}, demuestre que inf (A + B) = inf (A) + inf (B) .
b. Si A, BCR"y A-B={xy,z€ AAye B}, demuestre que supA- B =sup Asup B .
c. Sic>0y cA={cx,x e A}, demuestre que sup cA = csup A.
d. Sic>0y cA={cx,z € A}, demuestre que inf cA = cinf A.
e. Sic<0y cA={cx,xr e A}, demuestre que supcA = cinf A.

f. Sic<0y cA={cx,ze A}, demuestre que inf cA = csup A.

4. Demostrar que si A€ R y B € R son conjuntos no vacios y ACOTADOS, entonces:
sup(A u B) < max{sup(A),sup(B)}

5. Sea S < R acotado y sea Sy € S no vacio. Demostrar que inf .S < inf .Sy <sup Sy <supS.
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