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Lo que necesitamos

Sea V un espacio vectorial sobre R con producto interno. Un conjunto de vectores S € V se dice
ortogonal siVu,ve S (u#0y A v#0y A {u,v)=0).

Si S €V es ortogonal y ademds Yv € S: ( ||[v|]| =1 ) entonces el conjunto se dice ortonormal.

Para que un conjunto S € V se diga base de V, se requiere que S sea linealmente independiente
(L.I.) y ademéds que S genere a V' (obviamente, Oy ¢ S).

Es posible demostrar rdpidamente que si S € V es ortogonal (ortonormal), entonces S serd L.I.
Solamente faltaria demostrar que S genera a V.

Una vez demostrado lo anterior, se obtendria que S es una base ortogonal (ortonormal) de V.

Ejercicios

. Si en R? x R? se define el producto interno {(a,b), (¢, d)) = ac — ad — be + 4bd (ya verificamos que

efectivamente es un producto interno).

a) Determine la norma de u = (3,5).

b) Determine la distancia entre u y v = (=2, 1).
Sea W = {(a,b,c,d) e R : a+ 2b— 3¢ = 0}. Determine una base para W.

Sea S = {v1,v9,...,v,} base de V. Demostrar que S = {w; € V : w; = avi +v; A a € R} es también
una base de V.

. Verificar si el conjunto S = { (1,0,0);(1,1,0);(1,1,1) } es una base ortogonal de R* (considerar el

producto interno usual).

. Verificar si el conjunto S = { (1,1,1,1);(1,1,—-1,—-1);(1,—-1,1,—1);(1,—1,—1,1) } es una base

ortogonal de R* (considerar el producto interno usual).
1

Para el espacio Rg[x], se define la funcién (p,q) = J p(z)q(z) dz.
-1

a) Verificar que la funcién dada es producto interno.

b) Verificar que S = {1, 2,2} es una base ortogonal de Ry[x] bajo la funcién dada.
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1.3. Algunas soluciones

1. Considerando que {(a,b), (¢,d)) = ac —ad — bc + 4bd, u = (3,5) y v = (—2, 1), entonces:

a) ul| = v/ Cu,u) =+/3-3—=3-5—-5-3+4(5-5) =+/9—15— 15+ 100 = /79
b) w—v=(3,5)—(=2,1) = (3+2,5—1) = (5,4)

— |lu—v|]|=4/5-5-5-4—4-5+4(4-4) =+/25-20—-20+64 =49 =7 o.

2. En primer lugar hay que demostrar que W es subespacio de R?; esto es:
s W # o
(0,0,0,0) e R* A (0) +2(0) —3(0)=0 = (0,0,0,0) e W (W # @)
» Vo,B e RVu,veW (au+ fveW):

u = (uy,ug,us,ug) € W=>ujy +2us —3uz =0 A v = (v1,02,03,04) EW = v + 203 —3v3 =0
—  au+ fv = a(ur,u, u3, us) + B(vi,v2,v3,v4) = (uy + Por, aug + P, auz + Pus, cuy + Puy)

= (auj + PBv1) + 2(aqug + Bv2) — 3(aus + Pvg) = (auy + 2auy — 3aug) + (Bvr + 2Bve — 3[v3)
= a(u; + 2uz — 3us) + B(v1 + 2vy — 3v3)
—a-0+8-0=0

Ahora si, buscaremos una base para el subespacio W:
(a,b,c,d)eW = (a,b,c,d)eR* A a+2b—3c=0
a,bc,d) e R* A a=—2b+ 3¢

)
( )
d ((Z, ba Cy d) (_2b + 307 bv ¢, d)
(a,b,c,d) = b(—2,1,0,0) + ¢(3,0,1,0) 4+ d(0,0,0,1)

——

_—

Entonces, nuestro candidato a base es S = {(—2,1,0,0);(3,0,1,0);(0,0,0,1)}, pues este conjunto
genera a W. Falta demostrar que es L.I.:

p(—2,1,0,0) + ¢(3,0,1,0) + r(0,0,0,1) = (0,0,0,0)
= -2p+3¢g=0 A p=0 A g=0 Ar=0

Finalmente, S = {(—2,1,0,0);(3,0,1,0);(0,0,0,1)} es L.I., por lo que S es base de W o.

3. Como 5] es base de V, entonces 51 es L.I. y ademds genera a V. Ahora veremos si S cumple con los
requisitos para ser base de V:

= SyesL.I:

Qw1 + gwa + ... + guw, = Oy

= qi(avy +v1) + @2(avy +v2) + ... + qu(avy +vy,) = Oy

= vi(aqi +ag + ... +agn + q1) + va(q2) + ... + vp(gn) = Ov
SiesLl. = aqgit+ag+...4a¢,+q1 =0 A ¢@2=0 A...A ¢, =0

= aq1+qg1 =0 A @2=0 A...A g =0

= (a+1)g1 =0 A @2=0 A...A ¢ =0
(a+1#0)=q =0 A @=0 A...A g, =0

= Sy es L.I.
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= S5 genera a V:

n
ueV < UZZqivi, v; € 51
i=1

n n
u:Ztiwi, w; € So Z (av1 + v;)
=1 =1

n

—u= Z at;v1 + t;v;

n
q1:tl—i—aZti/\qg:tg/\...Aqn:tn@u:qlvl—&-z%vi
j=1 j=2

<~ u:Zqivi, vieSl
i=1

Por lo tanto, Sy también es base de V' o.

4. Consideraremos para R? el producto interno usual. Verificaremos que para el conjunto

S={(1,0,0);(1,1,0);(1,1,1) } se cumple:

(a) S es ortogonal.

(b) S es base de R?

Para (a):

{(1,0,0);(1,1,0))=1-140-14+0-0=1%#0
(1,1,0);(1,1,1))=1-141-140-1=2%#0
{((1,0,0);(1,1,1))=1-14+0-140-1=1%#0

Eso si, basta solamente con el primer producto para decir que S no es ortogonal.
Luego, S no puede ser base ortogonal de R® o .

5. Consideraremos para R?* el producto interno usual. Verificaremos que para el conjunto
S = { (la 17 17 1)) (1a 17 _17 _1)7 (17 _L 17 _1)7 (17 _17 _L 1) } se Cumple:

(a) S es ortogonal.

(b) S es base de R*

Para (a):
(L1,1,1); (11, -1, -1y =1-141-141-—141--1=141-1-1=0
(1,1,1,1);(1,-1,1,-1)) =1-141-~1+1-141--1=1-141-1=0
(1,1,1,1);(1,-1,-1,1)) =1-14+1--1+41--141-1=1-1-1+1=0
(1,1,-1,-1);(1,-1,1,-1))=1-141- 14 -1-1+-1--1=1-1-14+1=0
(1,1, -1, -1);(1,-1,-1,1) =1-141- -1+ -1--1+-1-1=1-141-1=0
((1,-1,1,-1); (1,1, 1,1)) =11+ -1--1+1-—1+-1-1=1+1-1-1=0
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Para (b): Por Teorema, un conjunto ortogonal es L.I. Luego, falta verificar que S genera a R*

(a,b,c,d) =p(1,1,1,1) + ¢(1,1,-1,—-1) + r(1,-1,1,-1) + s(1,—-1,—-1,1)
=(p+q+r+sp+tq—r—sp—q+r—s;p—q—r1r+5s)

1 1 1
1 -1 -1
-1 1 -1

— = =
QL O o

1
0
0
0

0
0
0
1

a+b+c+d
4

a+b—c—d
4

a—b+c—d

4
a—b—c+d

4 .

Finalmente, S = { (1,1,1,1); (1,1, -1, —1);(1,—1,1,—-1); (1,—1,—1,1) } es base ortogonal de R? o.

Cabe mencionar aqui que existe una forma mucho menos tediosa de calcular los coeficientes a;
n

tales que u = Z a;ivi,v; € S, pero ello requiere suponer que S es base ortogonal de R%. En tal caso, los

i=1
coeficientes se calculardn como:

~ Cu,vp)

C el

Es interesante como ejercicio demostrar esta mencion.
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