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Método de Gram´Schmidt
Jueves 03 de Octubre de 2019

1.1. Proyección ortogonal de v sobre u

Definición: Sea V un espacio vectorial sobre R con producto interno y sean u, v P V . El vector p “
xu, vy

xu, uy
u

se dice proyección ortogonal de v sobre u.

Teorema: Sea V un espacio vectorial sobre R con producto interno y sean u, v P V . El vector

q “ v ´
xu, vy

xu, uy
u es ortogonal a u.

1.2. El Método

Sea V un espacio vectorial sobre R con producto interno y sea S1 “ tv1, . . . , vnu una base cualquiera
de V . El conjunto S2 “ tu1, . . . , unu que se obtendrá es una base ortogonal de V :

u1 “ v1 ; u2 “ v2´
xu1, v2y

xu1, u1y
u1 ; u3 “ v3´

xu1, v3y

xu1, u1y
u1´

xu2, v3y

xu2, u2y
u2 . . . uk “ vk ´

k´1
ÿ

i“1

xui, vky

xui, uiy
ui

1.3. Ejercicios

1. Demostrar el Teorema mencionado en 1.1.

2. Sea S1 “ tp2, 1q; p1, 4qu Ď R2:

a) Demostrar que S1 es base de R2.

b) Determinar una base ortogonal S2 Ď R2.

c) Determine una base ortonormal S3 Ď R2.

3. A partir de S1 “ tp2, 1, 1q; p1, 0, 10q; p2,´3, 11qu
base de R3, determine S2 base ortogonal de
R3.

4. Si W “ tpa, b, cq P R3 : a`b`c “ 0u es subes-
pacio de R3, determinar una base ortogonal
para W .

5. Sea S1 “ tp2, 1q; p1, 4qu base de R2 y
considerar el producto interno dado por
xpa, bq, pc, dqy “ ac´ad´bc`4bd. Determinar
S2 base ortogonal de R2.

6. Sea S1 “ t1, 1 ´ x, 1 ´ x2u base de R2rxs
y considerar el producto interno dado por
xp, qy “ pp0qqp0q ` pp1qqp1q ` pp2qqp2q.
Determinar una base ortogonal S2 para R2rxs.

7. Sea S1 “ t1, x, x
2u base de R2rxs y considerar

el producto interno xp, qy “

ż 1

0
ppxqqpxq dx.

Determinar una base ortogonal S2 para R2rxs.

8. (*) Sea W “ tA P M2pRq : A “ Atu subes-
pacio de M2pRq y considerar el producto in-
terno xA,By “ trpBtAq. Determinar una base
ortonormal para W.
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1.4. Algunas soluciones

1.
xq, uy “

B

v ´
xu, vy

xu, uy
u;u

F

“ xv, uy `

B

´
xu, vy

xu, uy
u;u

F

“ xv, uy ´

ˆ

xu, vy

�
��

xu, uy

˙

�
��

xu, uy “ xu, vy ´ xu, vy

“ 0 ˝ .

2. a) pp2, 1q ` qp1, 4q “ p0, 0q ùñ 2p` q “ 0 ^ p` 4q “ 0

ùñ q “ ´2p ^ p` 4p´2pq “ 0

ùñ q “ ´2p ^ ´7p “ 0

ùñ q “ 0 ^ p “ 0

pp2, 1q ` qp1, 4q “ pa, bq ùñ 2p` q “ a ^ p` 4q “ b

ùñ q “ a´ 2p ^ p` 4pa´ 2pq “ b

ùñ q “ a´ 2p ^ ´7p “ b´ 4a

ùñ q “ a´ 2p ^ p “
4a´ b

7

ùñ q “ a´
8a´ 2b

7
^ p “

4a´ b

7

ùñ q “
7a´ 8a` 2b

7
^ p “

4a´ b

7

ùñ q “
´a` 2b

7
^ p “

4a´ b

7

2. b)
xp2, 1q; p1, 4qy “ 2 ¨ 1` 1 ¨ 4 “ 6 ‰ 0

ùñ u1 “ p2, 1q

u2 “ p1, 4q ´
xp2, 1q; p1, 4qy

xp2, 1q; p2, 1qy
p2, 1q “ p1, 4q ´

6

5
p2, 1q “

ˆ

1´
12

5
; 4´

6

5

˙

“

ˆ

´7

5
;
14

5

˙

2. c)
a

xu1, u1y “
?

5 ùñ w1 “

ˆ

2
?

5
;

1
?

5

˙

a

xu2, u2y “

c

245

25
“

c

49 ¨ 5

25
“

7

5

?
5 “

7
?

5
ùñ w2 “

ˆ

?
5 ¨ ´7

5 ¨ 7
;

?
5 ¨ 14

5 ¨ 7

˙

“

ˆ

´1
?

5
;

2
?

5

˙

˝ .
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3.
xp2, 1, 1q; p1, 0, 10qy “ 2 ¨ 1` 1 ¨ 0` 1 ¨ 10 “ 12 ‰ 0

xp2,´3, 11q; p1, 0, 10qy “ 2 ¨ 1`´3 ¨ 0` 11 ¨ 10 “ 112 ‰ 0

xp2, 1, 1q; p2,´3, 11qy “ 2 ¨ 2` 1 ¨ ´3` 1 ¨ 11 “ 12 ‰ 0

ùñ u1 “ p2, 1, 1q

u2 “ p1, 0, 10q ´
xp1, 0, 10q; p2, 1, 1qy

xp2, 1, 1q; p2, 1, 1qy
p2, 1, 1q “ p1, 0, 10q ´

12

6
p2, 1, 1q

“ p1, 0, 10q ´ 2p2, 1, 1q “ p1´ 4; 0´ 2; 10´ 2q “ p´3,´2, 8q

u3 “ p2,´3, 11q ´
xp2,´3, 11q; p2, 1, 1qy

xp2, 1, 1q; p2, 1, 1qy
p2, 1, 1q ´

xp2,´3, 11q; p´3,´2, 8qy

xp´3,´2, 8q; p´3,´2, 8qy
p´3,´2, 8q

“ p2,´3, 11q ´
12

6
p2, 1, 1q ´

88

77
p´3,´2, 8q “ p2,´3, 11q ´ 2p2, 1, 1q ´

8

7
p´3,´2, 8q

“ p2,´3, 11q ´ p4, 2, 2q ´

ˆ

´24

7
;
´16

7
;
64

7

˙

“

ˆ

14´ 28` 24

7
;
´21´ 14` 16

7
;
77´ 14´ 64

7

˙

“

ˆ

10

7
;
´19

7
;
´1

7

˙

˝ .

4. w “ pa, b, cq PW ùñ w P R3 ^ a` b` c “ 0

ùñ pa, b, cq P R3 ^ a “ ´b´ c

ùñ w “ p´b´ c, b, cq

ùñ w “ bp´1, 1, 0q ` cp´1, 0, 1q

ùñ W “ xtp´1, 1, 0q; p´1, 0, 1quy

pp´1, 1, 0q ` qp´1, 0, 1q “ p0, 0, 0q ùñ ´p´ q “ 0^ p “ 0^ q “ 0

xp´1, 1, 0q; p´1, 0, 1qy “ ´1 ¨ ´1` 1 ¨ 0` 0 ¨ 1 “ 1 ‰ 0

ùñ u1 “ p´1, 1, 0q

u2 “ p´1, 0, 1q ´
xp´1, 0, 1q; p´1, 1, 0qy

xp´1, 1, 0q; p´1, 1, 0qy
p´1, 1, 0q “ p´1, 0, 1q ´

1

2
p´1, 1, 0q

“

ˆ

´2` 1

2
;
0´ 1

2
;
2´ 0

2

˙

“

ˆ

´1

2
;
´1

2
; 1

˙

˝ .

5.
xp2, 1q; p1, 4qy “ 2 ¨ 1´ 2 ¨ 4´ 1 ¨ 1` 4 ¨ 1 ¨ 4 “ 2´ 8´ 1` 16 “ 9 ‰ 0

xp2, 1q; p2, 1qy “ 2 ¨ 2´ 2 ¨ 1´ 1 ¨ 2` 4 ¨ 1 ¨ 1 “ 4´ 2´ 2` 4 “ 4

ùñ u1 “ p2, 1q

u2 “ p1, 4q ´
xp2, 1q; p1, 4qy

xp2, 1q; p2, 1qy
p2, 1q “ p1, 4q ´

9

4
p2, 1q “

ˆ

4´ 18

4
;
16´ 9

4

˙

“

ˆ

´7

2
;
7

4

˙

˝ .
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6.
x1; 1´ xy “ 1 ¨ 1` 1 ¨ 0` 1 ¨ ´1 “ 0

x1; 1´ x2y “ 1 ¨ 1` 1 ¨ 0` 1 ¨ ´3 “ ´2 ‰ 0

x1´ x; 1´ x2y “ 1 ¨ 1` 0 ¨ 0`´1 ¨ ´3 “ 4 ‰ 0

x1; 1y “ 1 ¨ 1` 1 ¨ 1` 1 ¨ 1 “ 3

x1´ x; 1´ xy “ 1 ¨ 1` 0 ¨ 0`´1 ¨ ´1 “ 2

ùñ u1 “ 1

u2 “ 1´ x

u3 “ p1´ x2q ´
x1´ x2; 1y

x1; 1y
p1q ´

x1´ x2; 1´ xy

x1´ x; 1´ xy
p1´ xq

“ p1´ x2q ´
´2

3
p1q ´

4

2
p1´ xq “ 1´ x2 `

2

3
´ 2` 2x

“ ´x2 ` 2x´
1

3

7.
x1;xy “

ż 1

0
1 ¨ x dx “

1

2
‰ 0 ; x1;x2y “

ż 1

0
1 ¨ x2 dx “

1

3
‰ 0

xx;x2y “

ż 1

0
x ¨ x2 dx “

1

4
‰ 0 ; x1; 1y “

ż 1

0
1 ¨ 1 dx “ 1

xx2;x´ p1{2qy “

ż 1

0
px3 ´ x2{2q dx “ 1{4´ 1{6 “ 1{12

xx´ p1{2q;x´ p1{2qy “

ż 1

0
px´ 1{2q2 dx “ 1{12

ùñ u1 “ 1

u2 “ pxq ´
xx; 1y

x1; 1y
p1q “ pxq ´

1

2
p1q “ x´

1

2

u3 “ px
2q ´

xx2; 1y

x1; 1y
p1q ´

xx2;x´ p1{2qy

xx´ p1{2q;x´ p1{2qy

ˆ

x´
1

2

˙

“ px2q ´
1

3
p1q ´

p1{12q

p1{12q

ˆ

x´
1

2

˙

“ x2 ´
1

3
´ x`

1

2
“ x2 ´ x`

1

6
˝ .

8. El problema está resuelto en “ Libro de Álgebra II, Caṕıtulo 3: Producto Interno ” de Ricardo Santander
(Situación de Desempeño 6, páginas 32-35). Lo puedes encontrar en el siguiente link:
http://palillo.usach.cl/coordinacion_algebra2/pdf/algebra2/Capitulo3-Productointerno.pdf
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